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 چکیده

 مورد کنندهتعقیب یتحت اثر نیرو ،رزی مختلفپذیر در شرایط مای شکل با هسته انعطافپانل ساندویچی استوانه رفتار یک ،در این پژوهش

است. برای این منظور با استفاده از تئوری مرتبه اول برشی و اصل همیلتون معادلات حاکم استخراج و از روش تربیع تفاضلی  قرارگرفته مطالعه

 ها در تحلیل مسائلضر نسبت به سایر روشدهد که با درنظر گرفتن سادگی روش حانشان می آمدهستدبه. نتایج اندشده حلیافته یمتعم

دهد که پدیده فلاتر ای شکل، نتایج حاضر از دقت قابل قبولی برخوردار است. همچنین بررسی نتایج نشان میپایداری پنل ساندویچی استوانه

دهد. یکی کمانش استاتیکی رخ میو در شرایط مرزی دیگر تنها پدیده دیورژانس یا  دهدیردار و یکسر آزاد رخ میگ در شرایط مرزی یکسر

ای با هسته پدیده فلاتر در پانل ساندویچی استوانه تا شودهای کامپوزیت باعث میافزایش تعداد لایه کهاین است توجه قابلدیگر از نتایج 

 وقوع بپیوندد.پذیر، دیرتر بهانعطاف

 ینامیکید، پایداری یافتهیمتعم، روش تربیع تفاضلی یاانهاستو، پانل ساندویچی کنندهیبتعقفلاتر، نیروی  :های کلیدیواژه

 

Flatter analysis of cylindrical sandwich panel under follower force 

using generalized differential quadrature method 

Ali Reza Pourmoayed, Keramat Malekzadeh Fard, Morteza Shahravi  

 
Abstract 
In this research, behavior of a cylindrical sandwich panel with the flexible core in different boundary 

conditions, under the influence of follower force are studied. For this purpose, using the theory of the 

first-order shear deformation, and the principle of Hamilton, the governing equations have been extracted 

and by using generalized differential quadrature method (GDQM) are solved. The obtained results 

indicate that by considering simplicity of present method compared to the other methods in the analysis of 

stability problems of the cylindrical sandwich panel, the present results have the acceptable accuracy. 

Also, the results review show that the flutter phenomenon occurs in the free and clamp boundary 

conditions and for other boundary conditions only the divergence phenomenon or static buckling occurs. 

Another significant result is that increasing the number of composite layers, makes the flutter 

phenomenon in the cylindrical sandwich panel with the flexible core occurs later. 

Keywords: Flutter, Follower force, cylindrical sandwich panel, Generalized differential quadrature 

method, Dynamic stability 
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 مقدمه

های ساندویچی از دو رویه نازک و یک هسته نرم سازه

ها، ، موشکماهایدر هواپوسیعی  طوربهو  شده لیتشک

ن سازی کاربرد دارند. ایها، صنایع دریایی و خودروزیردریایی

سفتی و مقاومت ویژه بالا، عایق بودن نسبی در  یواسطهبهمواد 

برابر حرارت و صدا، قابلیت ساخت و پایداری مناسب مقبولیت 

نیاز به کاهش وزن  بهباتوجه. ازسوی دیگر [1]اندای یافتهویژه

خصوص در صنایع هوایی، استفاده گسترده از مواد سبک و هب

 بهباتوجهرو به فزونی است.  همچون مواد مرکب ریپذانعطاف

در  1های ساندویچیها و پنلها، پوستهاستفاده گسترده ورق

وسایل پرنده هوایی، بررسی نیروهای پایستار و ناپایستار که 

ای برخوردار است. شوند از اهمیت ویژهمی 2منجربه پدیده فلاتر

 تواندر خصوص نیروهای پایستار و ناپایستار می مثال عنوانبه

به نیروی وارد برآمده به بال یک هواپیما اشاره کرد که نیروی 

بر روی بال از نوع  شدهاعمالوزن بال از نوع پایستار و فشار 

 باشد.ناپایستار می

ها اصول طراحی مختلف سازه نیترمهمپایداری یکی از 

بدون توجه به استاتیکی یا دینامیکی بودن  ،باشد. یک سازهمی

همین شود. به تحت شرایط خاصی دچار ناپایداریواند بار، می

های مسائلی که بایستی در طراحی نیترمهمدلیل یکی از 

که نحوی استقرار گیرد، طراحی سازه به توجه موردمختلف 

که یک سازه تحت اثر یک همواره پایدار باقی بماند. زمانی

 زمانهمگیرد که جهت آن قرار می 3کنندهبیتعقثابت  ینیرو

کند، بیشتر با احتمال ناپایداری با تغییر شکل سازه تغییر می

ناپایداری استاتیکی با عنوان پدیده  نیچننیاشود. مواجه می

به شود که این نوع ناپایداری بستهشناخته می 4دیورژانس

تواند استاتیکی یا دینامیکی باشد. ماهیت نیروی واردآمده می

های تحت ه کمانش در سازهپدیده دیورژانس که مشابه با پدید

دهد که فرکانس عرضی نیروهای پایستار است زمانی رخ می

های . علاوه بر ناپایداری استاتیکی، سازهصفر شودطبیعی سازه 

ناپایداری  دچار توانندیمکننده تحت اعمال نیروهای تعقیب

قرار شوند نیز دینامیکی که با عنوان پدیده فلاتر شناخته می

ین حالت دو فرکانس عرضی طبیعی سازه با یکدیگر . در ارندیگ

. در چنین شرایطی دامنه ارتعاشات سازه به شدت شوندیمبرابر 

 . [2] کندرشد کرده و سازه را دچار ناپایداری می

کننده در کاربرد و اهمیت فراوان نیروهای تعقیب بهباتوجه

ا و ها تحت اثر این نیروههای مختلف، بررسی رفتار سازهسازه

بسیاری از پژوهشگران  علاقه موردموضوع  هاآنبررسی پایداری 

برای  1720سال . در باشدیمهای اخیر دراین حوزه در سال

اولین بار مسئله پایداری یک سازه الاستیک تحت اثر نیروهای 

. اما [3] قرار گرفت یبررس موردکننده توسط نیکولای تعقیب

با طرح  زمانهمها در سازه کنندهمسئله بررسی نیروهای تعقیب

 [9] 9و هاگر [5] 9، لیپولز[4] 5سه مسئله الاستیک توسط بک

 پژوهشگران قرار گرفت. توجه مورد

های هوایی با موتور بر بدنه سازه شدهاعمالنیروی تراست 

های دارنده در ترمزهای گازی، نیروی نگهجت، روتور توربین

بر روی یک صفحه با  شدهاعمالدیسکی و نیروی گریز از مرکز 

استفاده از یک جرم متمرکز و مسائلی از این قبیل کاربرد 

باشد. در مسائل لیپولز و هاگر نیروی مسئله بک در صنعت می

صورت یک نیروی گسترده بر کل سازه وارد کننده بهتعقیب

توان به نیروی وارد بر بدنه مخازن می مثال عنوانبهشود. می

 یع اشاره کرد.انتقال سوخت ما

اثر تغییرشکل محوری پوسته بر  [9] ترکی و همکاران

گیردار تحت نیروهای ایهای استوانهروی فلاتر پوسته

ارتعاش و  [0] رایو یالکننده را بررسی کردند. آلتمن و تعقیب

تروپ با شرایط مرزی وای همگن ایزهای استوانهپایداری پنل

. قراردادند مطالعه موردیرایی گیردار را بدون درنظر گرفتن اثر م

ای نازک با شرایط مرزی های استوانهپایداری دینامیکی پوسته

 لهیوسبهمتمرکز و گسترده  کنندهبیتعقمختلف تحت نیروهای 

 یررسـب مورددود ـمحانـفاده از روش المـبا است بیسمارک

های کامپوزیتی . فلاتر فراصوت پوسته[7] است گرفته رارـق

 [13] شین لهیوسبهای ای با درنظر گرفتن میرایی سازهاستوانه

محدود بر اساس تئوری زیگزاگ تحت نیروهای با روش المان

و با استفاده از تئوری پیستون  یبررس موردآیرودینامیکی 

در تحقیقی است.  قرارگرفتهکومار مورد ارزیابی  شدهاصلاح

ای ی استوانههاپایداری دینامیکی پوسته ،ترکی و همکاراندیگر 

که در انتهای خود تحت  0از مواد مدرج تابعی شدهساخته

 قرار یبررس موردرا  اندشده واقعکننده نیروهای محوری تعقیب

ای معادلات حاکم بر یک پوسته استوانه هاآن. [11] دادند

را با  شدهواقعکننده وری تعقیبـت نیروی محـردار که تحـگی

ستخراج و تحلیل پایداری را نیز با استفاده از اصل همیلتون ا

انجام دادند و نیروهای  افتهیتوسعهاستفاده از روش گلرکین 

مختلف  یهانسبتفلاتر و مدهای متناظر با هریک را برای 

 دستبهای ضخامت به شعاع و طول به شعاع پوسته استوانه
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که به انتهای پوسته همین مطالعه را برای حالتی هاآنآوردند. 

را بررسی  شودیموارد  کنندهبیتعقای نیروی گسترده انهاستو

پایداری دینامیکی یک پوسته  [13] . پارک و کیم[12]نمودند

که تحت نیروهای  آزاد کسریتروپ وای دایروی ایزاستوانه

. در این تحقیق قراردادند یبررس موردرا  واقع شدهکننده تعقیب

و  شده استفادهی به اول برشـاز تئوری مرت یازـسمدلبرای 

گسترده در جهت ضخامت  صورتبهکننده نیروهای تعقیب

 و فلاتر ناپایداری [14] کادمی و همکارانش. اندشده عیتوز

 مورد را ترک ـدچن با ردارـگی سریک ستون-تیر دیورژانس

 یک پایداری رفتار روی بر را تمرکز هاآن .دادند قرار بررسی

 محوری نیروی یک تحت که ولیبرن گیردار سریک ستون-تیر

 باشد،می ترک چند یادار و قرارداشته ناپایستار یا پایستار

 را انسژدیور و فلاتر بحرانی نیروی دقیق مقدار و قراردادند

پایداری دینامیکی، تحلیل فلاتر و  [15] وانگ .آوردند دستبه

ناپایداری دیورژانس یک ورق مستطیلی ویسکوالاستیک 

پایداری  [19] ررسی نمود. وانگ و همکارانناپایستار را ب

که ترک بر دینامیکی ورق مستطیلی ویسکوالاستیک با حالتی

مماسی قرار  کنندهبیتعقو تحت نیروهای  شده واقعروی آن 

اثر [ 19] کریمی و همکاراناند.قرار داده یبررس مورددارد را 

 باز را روی ناپایداری تیرهای غیریکنواختای یک ترک لبه

کنواخت بار فشاری مماسی واقع توزیع ی چرخشی که در معرض

به  [10] پورموید و همکاران اند را مورد مطالعه قرار دادند.شده

ای که بررسی ارتعاشات آزاد و کمانش پنل ساندویچی استوانه

های بالا و پایین در دو در معرض بارگذاری فشاری روی لبه

 اند. ، پرداختهشدهاعمال و یکنواخت زمانهم صورتبهسوی پنل 

، تحلیل غیرخطی فلاتر پنـل مرکـب تخـت را    [17] سانگ و لی

در جریان ماورای صوت با درنظر گرفتن امواج شوک و گرمایش 

هــا در تحلیــل خــود از تئــوری آیرودینــامیکی انجــام دادنــد. آن

هـای  کـارمن و تئـوری  -کلاسیک ورق، تئـوری غیرخطـی فـون   

 سـانکار و همکـارانش   هـره بردنـد.  پیستون مرتبـه اول و سـوم ب  

یگـزاگ  محدود مرتبه بالا، تئوری ز، با استفاده ازمدل المان[23]

ــی   ــیل خط ــان پتانس ــوری جری  ــو تئ ــل فلات ــفحات ، تحلی ر ص

ها را انجام لوله کربنی در رویههای نانوکنندهساندویچی با تقویت

 .دادند

پژوهشی که اثرات  تاکنون شدهانجامتحقیقات  بهباتوجه

بر روی یک پنل ساندویچی را در شرایط  کنندهبیتعقیروی ن

در  گزارش نماید، وجود ندارد. آن رامرزی مختلف مدل و رفتار 

بار، بررسی پدیده فلاتر یک پنل این تحقیق برای اولین

کننده تعقیب یبارمحورای که در معرض ساندویچی استوانه

از روش تربیع ، برای شرایط مرزی مختلف با استفاده قرارگرفته

های یـبررس جیاـنتده است. ـمطالعه ش افتهیمیتعمتفاضلی 

نها برای شرایط مرزی دهد که پدیده فلاتر تنشان می شدهانجام

افتد و در سایر شرایط مرزی آزاد اتفاق میسریک-سر گیرداریک

ها نشان دهد. همچنین بررسیفقط پدیده کمانش رخ می

 شودیمهای کامپوزیت موجب یهدهد که افزایش تعداد لامی

 وقوع بپیوندد.پدیده فلاتر دیرتر به

 

 استخراج معادلات

و سپس  مطالعه مورددر این بخش، ابتدا مدل هندسی 

معادلات حاکم و  آن از بعدگردد. ارائه می استفاده مورد تئوری

 شود. در انتهای این بخش روش حلشرایط مرزی استخراج می

بیان  یافتهیمتعمحل تربیع تفاضلی  و چگونگی اعمال روش

 شود.می

 

 موردمطالعهمدل هندسی 

در این مقاله  1 مطابق شکل مطالعه موردمدل هندسی 

که از  نسبتاً ضخیمای از یک پنل ساندویچی استوانهاستعبارت

در  2و مطابق شکل  شده لیتشکای دو رویه مواد مرکب لایه

 است.  شده واقع کنندهبیتعق یمحور بارمعرض 
 

 

 ایهندسه و مختصات پنل ساندویچی استوانه - 1شکل 

 

 
 کنندهتعقیب یبارمحوردر معرض  یااستوانهپنل ساندویچی  - 2شکل 
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ترتیب برابر با های بالایی و پایینی و هسته بهضخامت رویه

های های میانی رویهباشد. شعاعمی chو  th ،bhمقادیر ثابت 

. پنل باشدمی cRو  tR ،bRترتیب برابر بالا، پایین و هسته به

 باشد.می hو ضخامت کل  Lدارای طول 
 

 ضخیم نسبتاً یااستوانهساندویچی اول پنلمرتبه تئوری برشی

ای در این تحقیق میدان جابجایی برای پوسته استوانه

 است. شده گرفتهدرنظر  (1رابطه ) صورتبهضخیم  نسبتاً
 

(1) 

( , , , ) ( , , ) ( , , )

( , , , ) ( , , ) ( , , )

( , , , ) ( , , )

U x z t u x t z x tx

V x z t v x t z x t

W x z t w x t

   

   


 

 

 



 

 و xجابجایی صفحه میانی، w و u ،vزمان و  t آندرکه 


 

را بیان  و  x ترتیب چرخش صفحه میانی حول محورهایبه

 (1) در رابطه شدهارائهمیدان جابجایی  بهباتوجهکنند. می

 شوند:زیر محاسبه می صورتبهن آهوابسته ب یهاکرنش

(2)  1 2
, ,

( )u u
ij i j j i
   

کامپوزیت با استفاده از هایلایه کرنش برای-معادلات تنش

 آیند:می دستبه (3رابطه ) صورتبهقانون هوک، 
 

(3) 

( )
0

11 12

0 ,
12 22

0 0
44

( )
0

66

0 55

L
Q Qxx xx

Q Q

Q
xx

L
Qz z

Q
xz xz

 

 
 

 

 
 

 





    
    
    
    
      

    
    
     

 

باشد. های کامپوزیت میهمان تعداد لایه Lمنظور از  آندرکه

های الاستیک ماده که متناسب با زاویه و نوع چنین ثابتهم

 (4)رابطه  صورتبهکنند های کامپوزیت فرق میچیدمان لایه

 شوند:تعریف می
 

(4) 

4 2 2 4
cos 2( 2 ) sin cos sin

11 11 12 44 22

2 2 4 4
( 4 ) sin cos (sin cos )

12 11 22 44 12

4 2 2 4
sin 2( 2 ) sin cos cos

22 11 12 44 22

2 2 2 2 2
( 2 ) sin cos (cos sin )

44 11 22 12 44

4 4
cos sin

55 55 66
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Q Q Q Q Q

Q Q Q Q Q

Q Q Q Q Q

Q Q Q

Q
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   

   

   

 

   

    

   

    

 

4 4
cos sin

556 66
Q Q  

 

 (5)رابطه  صورتبه Qij زاویه الیاف و  (،4) رابطهدر که
 :شوندیمتعریف 

 

(5) 

1 12 2 2, ,
11 12 221 1 1

12 21 12 21 12 21

, ,
5544 12 66 23 13

E E E
Q Q Q

Q G Q G Q G



     
  

  

  

 

هم  ریپذانعطافکرنش در هسته -همچنین معادله تنش

 :شودیمتعریف  (9)رابطه  صورتبه
 

(9) 

0 0 0 0
11

0 0 0 0
22

0 0 0 0 212

0 0 0 0 213

20 0 0 0
23
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xx xx
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c
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Gz z

 
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 

 
 

 

 
 



   
   
   
   

     
     
     
     
     

 

 صورتبهای ، تنش کلی در پانل ساندویچی استوانهتیدرنها

 صورتبهای های پانل ساندویچی استوانهلایه ها درجمع تنش

 شود:درنظر گرفته می (9)رابطه 
 

(9) 
outer composite layers Inner composite layerstotal

ij ij ij

core
ij

  



 



 

 .باشدمی zو  x ،همان  j و i، منظور از آندرکه
 

 معادلات حاکم و شرایط مرزی

زی پانل برای استخراج معادلات حرکت و شرایط مر

ای با استفاده از تئوری برشی مرتبه اول ساندویچی استوانه

پوسته، ابتدا بایستی معادلات جابجایی را در معادلات کرنش 

در ( 1)منظور، با جایگذاری معادله جایگذاری کرد. برای این

دست به (0)رابطه  صورتبهتانسورهای کرنش  (2) معادله

 آیند:می

1 1

u xzxx
x x

v w
z

R R R







  
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  

 
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1
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w
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u v z x
x R x R x
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   /03 

از اصل همیلتون، معادلات حرکتی و شرایط با استفاده

منظور این اصل هستند. برای این استخراج قابلمرزی نیز 

 .شودیمارائه  (7)رابطه  صورتبه

 

(7) 2 ( ) 0
1

t
T U W dtt      

انرژی جنبشی، انرژی  دهندهنشانترتیب به W وT، U آندرکه 

  .هستند و کار نیروی خارجیپتانسیل 

 جنبشی:تغییرات انرژی 

 

(13) 

( ) ( )

( ) ( ) ( )
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t t t t

T
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 انرژی پتانسیل: تغییرات
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نیروهای محوری و که  (11) بطهدر را شدهفیتعرپارامترهای 

 صورتبهباشند، گشتاورهای خمشی در راستاهای متفاوت می

 :باشدمی (12رابطه )
 

(12) 
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 
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 9/5که، یک ضریب تصحیح است sk(، 12) در رابطه

شود که در خاطر ظاهر میاینشود. این عدد بهدرنظر گرفته می

و xzدر  لاوتئوری 
z




وجود ندارد و  zهیچ تابعی از  

 شود.استفاده می برشی ضریب تصحیح از دلیلهمینبه

 ای نیرو وارد کندمحرک خارجی بر پوسته استوانه کهیدرصورت

صورت کار نیروی خارجی هم برای نیروی محوری( درآن )دما یا

 .آن بایستی درنظر گرفت
 

(13) 
2 2

2
0 0 2 2

v wL
W F v w Rd dx

x x


   

 
  

 

 
 
 
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به سیستم  واردشده کنندهتعقیبنیروی  گرانیب Fآن در  که

مماس  لحظه هرکه چون نیرو دراست ذکرقابلست. همچنین ا

هایی که از ، بنابراین ترمباشدیمای بر پانل ساندویچی استوانه

آیند، وارد شرایط مرزی دست میکار نیروهای خارجی به

( در 13( و )11(، )13) یهارابطهشوند. حال با جایگذاری نمی

 ( خواهیم داشت:7رابطه اصل همیلتون )
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ن با استفاده از قضیه آههمچنین شرایط مرزی مرتبط ب و

 شود:محاسبه می (15رابطه ) صورتبهدیورژانس و گرادیان 
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 داریم؛ آزاد -شرط مرزی گیرداربرای طور مثال، به

 :x=0شرط مرزی گیردار در 

0xx xz xxN v Q M        

 :x=Lشرط مرزی آزاد در 

0xx x xz xx xN N Q M M      
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 روش حل

های گذشته مانند تربیع تفاضلی برخلاف روش روش در

 صورتبه تفاضل محدود، مشتقات جزئی یک تابع در یک نقطه

همان تابع در تمام نقاط دامنه از یافته جمع خطی مقادیر وزن

عث بالا رفتن دقت و کاهش این فرض با شود.تخمین زده می

این روش نیز  حالنیا باشود. گیر در حجم محاسبات میچشم

دامنه و  یسازگسستههایی مانند مشکلات در محدودیت

داشت. برای رفع را همچنین محاسبه ضرایب وزنی نقاط دامنه 

فرم  عنوانبه 7افتهیمیتعمنواقص آن، روش تربیع تفاضلی 

بتدای دهه نود میلادی ضلی در اروش تربیع تفا ۀشداصلاح

استوکس  -و ریچاردز برای حل معادلات ناویر ط شاوـتوس

مختلف الاستیسیته  مسائلدر  پسآن ازارایه شد و  یدوبعد

. [22و21]قرار گرفت  توجه موردها ها و پوستهبرای ورق

محاسبه ضرایب وزنی مشتقات در این روش نسبت به روش 

تر است و برای تعداد بیشتری از نقاط تربیع تفاضلی بسیار ساده

 استفادهقابلبدون درنظر گرفتن محدودیت در انتخاب نقاط، 

ترکیبی از  صورتبهاست. در این روش مشتق درهر نقطه 

بنابراین پس از  ،شودای در سایر نقاط تقریب زده میمقادیر گره

تبدیل به معادلات  مسئلهاعمال این روش معادلات حاکم بر 

تواند دستگاه می مسئلهشوند که بر اساس نوع میجبری 

معادلات خطی یا غیرخطی باشد. این روش قابلیت حل انواع 

توان به معادلات با ضرایب جمله میاز این .ستا دارا رامعادلات 

متغیر، غیرخطی و معادلات مقادیر ویژه اشاره کرد. روش تربیع 

 مسائلای حل های بسیاری بردر تحقیق افتهیمیتعمتفاضلی 

های های مستطیلی و پوستهارتعاش و تحلیل تنش ورق

 .[24و23]است  رفته کاربهای استوانه
 

 افتهیمیتعماعمال روش حل تربیع تفاضلی 

 بیتقر به، نوبت مسئلهناحیه حل  یسازگسستهپس از 

ایده روش  بنابررسد. مشتقات موجود در معادلات حاکم می

در نقطه  f(x)ام تابع  mمشتق مرتبه  تهافیمیتعمتربیع تفاضلی 

ix:برابر است با 
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j
 



 

 ix در نقطه f (x)ع ـام تاب mه ـق مرتبـمشت i(x(m) f(که درآن، 

i,j و
(m) C اند. برای تعیین این ضرایب وزنی از ضرایب وزنی

 :شودیملاگرانژ استفاده  یابیدرونهای ایچندجمله

(19) ( ) ; 1,...,
1,

N x xkg x j Nj
x xk k j j k


 
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 توان نوشت:هم می (10رابطه ) صورتبهرا  (19)رابطه 
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 که در آن:

(17) 
   

   
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N
M x x xk
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N
M x x xj j k
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 


 
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(1)که 
( )M x  مشتق مرتبه اول( )M x  است. ضرایب وزنی

)از تابع یریگمشتقتق مرتبه اول از ـمش )jg x ورتـصبه 

 آیند:دست میبه (23رابطه )
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( از nمشتق مرتبه بالاتر )ضرایب وزنی مشتقات مرتبه 

 محاسبه خواهند شد: (21)رابطه 
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
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، افتهیمیتعمبا استفاده از روش تربیع تفاضلی  مسئلهحل  برای

گردد می یسازگسسته (22)رابطه  صورتبهابتدا ناحیه 

 با: برابر می شود i(x( نقطه مختصات کهیطوربه
 

(22) 
 

 

1
1 cos ; 1, 2,3, ... ,
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iL
x i Nxi N




  


  
    

  

 

)که در آن  )N x  در راستای ماتیتقستعدادx  .تیدرنهااست 

 :میزنیمحدس  (23رابطه ) صورتبهمیدان جابجایی را 
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   /00 

(23) 

( , , ) ( ) sin( )

( , , ) ( ) cos( )

( , , ) ( ) sin( )

( , , ) ( ) sin( )

( , , ) ( ) cos( )

i t
u x t U x n e

i t
v x t V x n e

i t
w x t W x n e

i t
x t x n ex x

i t
x t x n e


 


 


 


  


  
 







 

 

 

(24)  
, , ,

, , , ,
,

Ti t i t i t
U e V e W eT mn mn mn

u v w x i t i t
e exmn mn

  

 
  

 




 
 
 
  

 

 افتهیمیتعمهمچنین شرط مرزی با اعمال روش تربیع تفاضلی 

دلیل کاهش که به شودیمهم مطابق با روابط بالا استخراج 

برای  تیدرنها. شده است نظرصرفحجم این تحقیق از ارائه آن 

مسئله  ،در معادلات (24رابطه ) ای با قرار دادنپوسته استوانه

از با استفاده سپسمقدار ویژه تبدیل خواهدشد و  مسئلهبه یک 

 محاسبه قابلها و شکل مودهای سیستم فرکانس (25)رابطه 

 هستند.

 

(25) 
K K d M M dbb bd b bb bd b

K K d M M ddb dd d db dd d


       
       
       

 

و پایین  مربوط به نودهای کناری b، پایین نویس (25)در رابطه 

 M و Kنودهای میانی هستند. همچنین  گربیان dنویس 

 بهباتوجههای سختی و جرمی هستند. حال ماتریس گرانیب

 :را تشکیل داد (29)توان رابطه (، می25رابطه )

 

(29) 

   2

1

1

K Mi i

K K M K kdd db bb bd

M M M K kdd db bb bd

  
 



 
 

 
 

   
   

  
   

  
   

 

 میدان جابجایی سازه مفروض iمنظور از  (29) رابطهدر که

فرکانس  یراحتبهتوان می (29)باشد. حال با داشتن معادله می

 محاسبه نمود. را سازهطبیعی 
 

 نتایج و بحث

ابتدا تعداد نودهای  ،جهت انجام محاسبات بخشدر این 

، یبررس مورد ویکیدیج روش دربرای همگرایی  ازین مورد

سپس نتایج مطالعه حاضر با نتایج کارهای قبلی مورد 

 مطالعه پارامتری پنل در ادامه بهاست.  گرفته قرارنجی اعتبارس

شده، کننده واقعکه تحت نیروی تعقیبای ساندویچی استوانه

 است. پرداخته شده
 

 بررسی همگرایی

بررسی دقت روش حاضر در تحلیل پایداری یک  منظوربه

شکل در گام اول به بررسی همگرایی ایپنل ساندویچی استوانه

ود. جهت پاسخ صحیح از سازه، در این تحقیق شپرداخته می

منظور ایناست. به شده یبررسبعد های بیهمگرایی فرکانس

 است. شدهگرفتهفرضیات ذیل درنظر 

همگرایی و فلاتر پنل  در تحلیل استفاده موردخواص مواد  -

 ،است شدهگرفتهدر نظر  1ای مطابق جدول ساندویچی استوانه

و  x=Lو آزاد در  x=0در  یردارگ صورتبهشرط مرزی  -

 شده گرفتهدرنظر  ساده صورتبه θ=2π و θ=0همچنین در 

 تواند دوران داشته باشد.که تنها میصورتیاست به

شده تعریف  (29رابطه ) صورتبه( بعد )یبپارامتر فرکانس  -

 .[12] است
 

(29) 
22

, 3
1

Rh t
L

E I I R ht

  
 












 

تحلیل همگرایی را برای پنل سـاندویچی   5و  3 هایشکل

نشـان   رداریسـرگ  دوسـر آزاد و  یـک -سرگیرداردر دو حالت یک

از نـود   یبـاً تقرنودهـا و   تعـداد بـا افـزاش    3در شـکل   .دندهیم

N=16  از نود  5و در شکلN=13 همگرا شده و میزان  هاجواب

یکنواخـت بـاقی    صورتبهبعد با افزایش تعداد نودها فرکانس بی

 .باشدیمهمگرا شدن حل  دهندهنشانکه این امر  ماندمی

 

 اعتبارسنجی

 بررسی دقت روش حاضر در تحلیل پایداری پنل منظوربه

شرح ذیل بهمورد اعتبارسنجی  سه، یااستوانهساندویچی 

وش ابتدا با استفاده از ر 2صورت گرفته است. مطابق جدول 

 صورتبه، سپس این نتایج بعدتحلیلی، نتایج فرکانس بدون 

 کیو استخراج شدند.دیعددی و با استفاده از روش جی

مختلـف   یهـا در نسـبت دهدکه نشان می 2نتایج جدول 

، نتایج حل عددی و تحلیلی بـه همـدیگر خیلـی    شعاعطول به 

نسـبت   کـه یهنگـام است،  ذکرقابلباشند. همچنین نزدیک می

بعد میل به افزایش پیدا بی، فرکانس شودیمزیاد  شعاعطول به 
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دلیـل  های کامپوزیت، بـه کند. همچنین با افزایش تعداد لایهمی

 یابد.بعد افزایش میتر شدن سازه، فرکانس بیسفت

ازای تغییر در بهبعد بیفرکانس طبیعی  تغییراتنتایج  ،در اعتبارسنجی دیگر

مقایسه شـده   هاجزو  سایمیتسزای با نتایج یک پوسته استوانه برایبعد بار بی

 .[25باشد ]یم 3که نتایج آن مطابق جدول 

 
 مواد بکار رفته در پنل ساندویچی مرکبمکانیکی خواص  - 1 جدول

1 هسته 2 3 12 13 23

5 3

E = E E 0.00689 GPa,G =G =G =0.00345 GPa

10 , 94.195 Kg / m   

 

 

 

 هایهرو

1 2 3

12 13 

23 12 13

3

23

E 131 GPa, E E 10.34 GPa

G G = 6.895 GPa, 

G 6.205GPa,   0.22, 

 0.49, 1627 kg / m

 

 

  



  

 

 

 

 

ای با محاسبه روند همگرایی برای پنل ساندویچی استوانه - 3شکل 

 آزاد -ی گیردارشرط مرز

 

 
با  یااستوانهمحاسبه روند همگرایی برای پنل ساندویچی  - 5 شکل

 گیردار-شرط مرزی گیردار

 یااستوانهبعد پانل ساندویچی مقایسه فرکانس طبیعی بی - 2 جدول

 ازای تغییر در نسبت طول به شعاعطرف ساده بهبا شرط مرزی همه

 روش
 عددی حل

 3N l
 

 روش
 دقیق

 3N l
 

روش حل 
 عددی

 2N l
 

 روش
 دقیق

 2N l
 

L/R 

43149/4 43393/4 22032/4 22947/4 5 

74907/4 74991/4 93949/4 93539/4 9 

39191/5 39319/5 30733/5 30032/5 9 

97371/5 97224/5 37997/5 37513/5 0 

79222/5 79330/5 94453/5 94204/5 7 
 

 بعدازای تغییر در بار بیبعد بهتغییرات فرکانس طبیعی بی - 3جدول 

 مطالعه حاضر
مود دوم 
فرکانسی 

[20] 

 مطالعه حاضر
مود اول 
فرکانسی 

[20] 
β 

429529/22 5/22 595590/3 5/3 3 

345970/22 2/22 9994575/3 4 5/2 

990759/21 2/21 2095429/4 5/4 5 

029549/17 5/17 0194507/4 7/4 5/9 

970597/19 5/19 1714507/5 2/5 13 

995079/13 9/13 2021530/9 73/5 5/12 

 

ازای تغییـر در نسـبت   نتـایج بـار بحرانـی فلاتـر بـه     نهایتاً 

ای بـا شـرط   برای یک پوسته اسـتوانه  ضخامت به شعاع متفاوت

 و همکـاران  با نتـایج ترکـی   0مطابق شکل  آزاد، -مرزی گیردار

  است. مقایسه قرار گرفتهمورد  [12]

 با فوق نتایج پژوهش شودکهمی مشاهده 0 شکل برطبق

 خوبی بسیار همکاران تطابق و ترکی توسط آمدهدستبه نتایج

 .دارد

 

 
 ازایمقایسه نتایج بار بحرانی فلاتر به - 0 شکل

 تغییر در نسبت ضخامت به شعاع متفاوت
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   /05 

( بـر نیـروی   R/hضـخامت   بررسی اثر نسبت شعاع بـه  

 بحرانی بعدیبو فرکانس  فلاتر بحرانی بعدیب

در این بخش به بررسی تأثیر نسبت شعاع به ضخامت بـر  

بعـد بحرانـی در چنـد    و فرکانس بی بعد بحرانی فلاترنیروی بی

، پرداختـه  شـده دادهنشـان   4چیدمان مختلـف کـه در جـدول    

 :[12]عبارت است از فلاتر بحرانی  بعد. نیروی بیشودمی

(20)  
2

2

2

1
b s

L R
 





 

 که در آن
 

(27) 21
s

t

P
E h





 

و  2P P R باشدیم. 
 

بحرانی  بعدیببحرانی و نیروی  بعدیبفرکانس طبیعی  - 5 جدول
  یااستوانهفلاتر پانل ساندویچی 

 در چیدمان و نسبت شعاع به ضخامت متفاوت
[0,90,90,0] [0,90,0] [0,90] R/h 

b
    b

    b
     

7909/3  403/2  7593/3  499/2  9909/3  313/2  12 

0951/3  292/2  0531/3  342/2  1097/3  210/2  14 

9739/3  254/2  9915/3  257/2  9209/3  132/2  19 

9197/3  320/2  9392/3  244/2  5909/3  303/2  10 

9999/3  201/2  9540/3  230/2  5350/3  393/2  23 
 

ها دهدکه با افزایش تعداد لایهنشان می 5نتایج جدول 

و  بعد بحرانی فلاترتر شدن سازه مقادیر نیروی بیدلیل سفتبه

یابد ولی با افزایش نسبت بعد بحرانی افزایش میرکانس بیف

بعد بحرانی شعاع به ضخامت در هر چیدمان مقادیر نیروی بی

 یابند.بعد بحرانی کاهش میو فرکانس بی فلاتر

 

 بعدیببر نیروی  hch/ و L/R ،h/R هایبررسی اثر نسبت

 [0,90,0]در چیدمان  بحرانی فلاتر

های طول به شعاع، تأثیر نسبتدر این بخش به بررسی 

بر پنل  ضخامت کلبه  ضخامت هستهضخامت به شعاع و 

همانطورکه در  شود.بحرانی فلاتر پرداخته می بعدیبنیروی 

شود با افزایش نسبت طول به شعاع، مقدار مشاهده می 5 شکل

طبق دلیل اینکه یابد. بهمی افزایش بحرانی فلاتر بعدیبنیروی 

رابطه مستقیم و مجذور  بحرانی فلاتر بعدیبروی نی( 20)رابطه 

 با نسبت طول به شعاع پنل دارد.

شـودکه بـا افـزایش    مشاهده می 5همچنین مطابق شکل 

 ـنیـروی  نسبت ضخامت به شعاع، مقـدار    بحرانـی فلاتـر   بعـد یب

با افزایش نسبت ضخامت هسته بـه   8مطابق شکل افزایش ولی 

 یابد.کاهش می نی فلاتربحرا بعدیبنیروی ضخامت کل مقدار 
 

 
 بحرانی فلاتر برحسب  بعدیبنیروی  - 5 شکل

 [0 ,0,90]در چیدمان  (L\R  نسبت طول به شعاع پنل
 

 

 
 بحرانی فلاتر برحسب  بعدیبنیروی  - 5 شکل

 [0,90,0]در چیدمان  (h\Rبه شعاع پنل  ضخامتنسبت 
 

 
 هسته امتضخبحرانی فلاتر برحسب نسبت  بعدیبنیروی  - 8 شکل

 [0 ,0,90]در چیدمان  (h\chپنل کل  ضخامتبه 
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بررسی پدیده فلاتر در شرایط مرزی مختلف با چیـدمان  

 مختلف

یکی دیگر از اهداف این تحقیق بررسـی پدیـده فلاتـر در    

ای شکل شرایط مرزی مختلف برای یک پنل ساندویچی استوانه

اندویچی پنل س ـدر دهدکه پدیده فلاتر نتایج نشان می باشد.می

سـر  یـک –سر گیردارفقط در شرایط مرزی یکای شکل استوانه

هـای  نمونـه در چیـدمان   این مسئله بـرای  که ،دهدیمآزاد رخ 

 شـده دادهنشـان   15و  9 یهاشکلدر  [0,90,90,0]و  [0,90]

دلیـل نـوع   به [0,90] چیدمان کهاستذکر قابل. همچنین است

 بعـد یب ـیـروی فلاتـر   بعد و نخاص چیدمان، دارای فرکانس بی

ای بــا چیــدمان کمتــری نســبت بــه پانــل ســاندویچی اســتوانه

بـا افـزایش    کـه اسـت آن باشد. دلیل این امـر می [0,90,90,0]

فلاتـر افـزایش    بعـد یببعد و بار بحرانی ها، فرکانس بیچیدمان

 یابد.می

دهدکه در سـایر شـرایط   همچنین بررسی نتایج نشان می

کننده فقط پدیـده دیـورژانس   ری تعقیبمرزی با افزایش بارگذا

 (.12و  11 های)شکل افتدیمیا کمانش استاتیکی اتفاق 

بعد نیروی بی برحسبنمایش قسمت موهومی همچنین 

-سر گیرداربرای شرایط مرزی یک 13 شکلدر بحرانی فلاتر 

را نشان شود سازه می یدوشاخگسر آزاد که منجربه یک

 .دهدمی

 

 

ای با شرایط مرزی لاتر در پنل استوانهپدیده ف - 9شکل 

 [0,90]سر آزاد در چیدمان یک -سرگیرداریک

 

 
 ای با شرایط مرزی پدیده فلاتر در پنل استوانه -15 شکل
 [0,90,90,0]سر آزاد در چیدمان یک-سر گیرداریک

 

 
 ای با شرایط مرزیپدیده کمانش در پنل استوانه - 11 شکل

 [0,90]ساده در چیدمان  -ساده و گیردار-ساده
 

 

  ای با شرایط مرزیپدیده کمانش در پنل استوانه -12 شکل
 [0,90,90,0]ساده در چیدمان  -ساده و گیردار-ساده
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حقیقی و موهومی فرکانس طبیعی  یهاقسمتتغییرات  -13 شکل

 آزاد -ای با شرط مرزی گیرداربعد پانل ساندویچی استوانهبی

 

 یریگجهینت

پنل ساندویچی ( پایداری دینامیکی) فلاترپژوهش، در این 

شکل در شرایط مرزی مختلف که تحت اثر نیروی ایاستوانه

است. ابتدا با  شده یبررس، قرار گرفتهکننده محوری تعقیب

استفاده از تئوری مرتبه اول برشی و اصل همیلتون معادلات 

حاکم استخراج و سپس با استفاده از روش تربیع تفاضلی 

. اعتبار تحلیل با استفاده از نتایج سایر اندشده حل یافتهیمتعم

روش  قبولقابلکه نشان از دقت قرار گرفت یبررس موردمقالات 

باشد. پس ساده حاضر برای تحلیل در شرایط مرزی مختلف می

 شدهبه مطالعه پارامتری پرداخته از اعتبارسنجی روش حاضر، 

 دهد:نشان می است. همچنین نتایج این تحقیق

و  بحرانی فلاتر بعدها مقادیر نیروی بیبا افزایش تعداد لایه -

تر شدن سازه افـزایش  دلیل سفتبعد بحرانی بهفرکانس بی

ولی با افـزایش نسـبت شـعاع بـه ضـخامت در هـر        یابدیم

و فرکـانس   بحرانـی فلاتـر   بعـد چیدمان مقادیر نیروی بـی 

 یابند.بعد بحرانی کاهش میبی

ای، ایش نسبت طول به شعاع پانل ساندویچی اسـتوانه با افز -

 ـنیـروی  و بعـد  فرکانس طبیعی بـی   بحرانـی فلاتـر   بعـد یب

 د.یابمی افزایش

 ـنیـروی  با افزایش نسبت ضخامت به شعاع، مقـدار   -  بعـد یب

افزایش ولی با افزایش نسبت ضخامت هسـته   بحرانی فلاتر

 ـنیـروی  مقدار پنل به ضخامت کل   ربحرانـی فلات ـ  بعـد یب

 یابد.میکاهش 

 -ســر گیــردارپدیــده فلاتــر فقــط در شــرایط مــرزی یــک -

دهد و در سایر شرایط مرزی تنها پدیـده  سرآزاد رخ مییک

ــورژان ــاندویچی    سدی ــل س ــتاتیکی در پن ــانش اس ــا کم ی

 افتد.شکل اتفاق میایاستوانه

 هاپیوست

فرم روش تربیع تفاضلی شرایط مرزی مختلف به

 از: اندعبارت افتهیمیتعم

 گیردار: گاههیتک
 

(27) 0; 1,u v w i Nx xi i i
 


      

 ساده: گاههیتک

 

(33) 0; 1,N v w M i N xxxi i i xxi



      

 آزاد: گاههیتک

 

(31) 
0; 1,N N Q M M i N xxxi x i zi xxi x i 

     

 

 

 هانوشتپی
Sandwitch panel  1 
Flutter 2 
Follower force 3 
Divergence 4 
Beck 5 
Leipholz 9 
Hauger 9 
functionally graded material 0 
Generalized differential quadrature 7 
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